Caminhos em Grafos

e Caminho simples

— Dados dois veértices num grafo, saber se estdo ligados por um
caminho;

— Determinar se 0 caminho existe ou calcula-lo explicitamente;
 Caminho de Hamilton

— Dados dois vértices num grafo, saber se existe um caminho que
visite todos os vértices do grafo exactamente uma vez;

— Determinar se 0 caminho existe ou calcula-lo explicitamente;

e Caminho de Euler

— Dados dois vértices num grafo, saber se existe um caminho
simples que use todas as arestas do grafo exactamente uma vez,

— Determinar se 0 caminho existe ou calcula-lo explicitamente.
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Grafos - Caminho Simples (1)
(Cliente para M. de Adj.)

static int visited[ maxV];

i nt pathR(Graph G, int v, int w)
{

i nt t;

If (v == w return 1,
visited[v] = 1;

for (t = 0; t < G>V;, t++)

I f (G >adj[v][t] == 1)

If (visited[t] == 0)

I f (pathR(G, t, w)) return 1;
return O;

}
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Grafos - Caminho Simples (2)
(Cliente para M. de Adj.)

I nt GRAPHpat h(Graph G, int v, int w)
{
i nt t;
for (t = 0; t < G>V;, t++)
visited[t] = O;
return pathR(G, v, w;
}
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Grafos - Descricao do algoritmo

 Suporta-se num esguema de procura em profundidade
primeiro — “depth first search”.

o A partir dev, encontrando um primeiro vértice adjacente, t,
chama-se recursivamente tentando encontrar w a partir de
t.

* O vector “visited” serve para garantir uma soO visita a cada
vértice.
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Grafos - Exemplo de execucao (1)

G

« Chamada a funcdo para determinar a existéncia de
caminho entre os vértices 1 e 4

GRAPHpat h( G, 1, 4)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pathR(G, 1, 4)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pathR(G, 1, 4)

G 1-0 pathR(G, 0, 4)
0-0;1 (0 el javisitados)
0-2 (ndo adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)
» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
G pathR(G, 1, 4)

1-0 pathR(G, 0, 4)
0-0;1 (0 el javisitados)
0-2 (ndo adjacentes)
0-3 pathR(G, 3, 4)
3-0;1 (0 el javisitados)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pathR(G, 1, 4)
1-0 pathR(G, 0, 4)
0-0;1 (0 el javisitados)
0-2 (ndo adjacentes)
0-3 pathR(G, 3, 4)
3-0;1 (0 el javisitados)
3-2 pathR(G, 2, 4)
2-0;1 (ndo adjacentes)
2-2 (javisitado)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”

2-3 (3 javisitado)
2-4;5 (nao adjacentes)
2-6 pathR(G, 6, 4)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

AED (IST/DEEC)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”

2-3 (3 javisitado)
2-4;5 (nao adjacentes)
2-6 pathR(G, 6, 4)

6-0;1 (nao adjacentes)
6-2 (2 javisitado)
6-3 (ndo adjacentes)
6-4 pathR(G, 4, 4)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

AED (IST/DEEC)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pathR(G, 1, 4)
1-0 pathR(G, 0, 4)

0-0;1 (0 el javisitados)
0-2 (ndo adjacentes)
0-3 pathR(G, 3, 4)
3-0;1 (0 el javisitados)
3-2 pathR(G, 2, 4)
2-0;1 (ndo adjacentes)
2-2 (javisitado)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”

2-3 (3 javisitado)

2-4;5 (nao adjacentes)

2-6 pathR(G, 6, 4)
6-0;1 (nao adjacentes)
6-2 (2 javisitado)
6-3 (ndo adjacentes)
6-4 pathR(G, 4, 4)
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Grafos - Analise de Complexidade (1)

 NUmero de execucbesde“if (G >adj[v][t]==1)"
parav?
“for (t =0, t < G>V;, t++)”
Ou segja, V vezes no pior caso para cadav.

 NuUmero de execugbes de“if (visited[t]==0)"

para v?
“for (t = 0, t < G>V, t++)
if (G>adj[v][t] == 1)"

Ou sgja, sempre que v et forem adjacentes. No pior caso, V vezes.
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Grafos - Analise de Complexidade (2)

* Quantas chamadas a“ pat hR” para cadav?
“for (t = 0; t < G>V, t++)

if (G>adj[v][t] == 1)

I f (visited[t] == 0)”
Ou sga, para adjacentes de v ainda nédo visitados. No pior caso, V
vezes.

* NUmero total de chamadas a“ pat hR” néo é superior a V.
— Porqué?
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Grafos - Analise de Complexidade (2)

Discussao anterior centrou-se na representacao por matriz de
adjacéncias.

Para listas de adjacéncias, o teste “if (G >adj[v][t] == 1)”
é substituido pelo teste de fim de lista de adjacentes dev

— executado, no pior caso, grau(v) vezes;

— grau(v) £V,

— Para todos os vértices, no pior caso, € executado S, grau(v) = 2E.

Tudo o mais permanece.
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Grafos - Analise de Complexidade (3)

* Na representacdo por matrizes de adjacéncia, o algoritmo
tem um tempo de execucdo da ordem de V2.
— Porqué?

* Na representacéo por listas de adjacéncias, o algoritmo tem
um tempo de execucao da ordem deE.
— Porqué?

e Em sintese:

— Pode-se determinar um caminho ligando dois vértices
dados de um grafo em tempo linear.
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Grafos - Analise de Complexidade (4)
e Tempo linear significa:
— tempo proporcional aV? para matrizes de adjacéncia;
— tempo proporcional aE para listas de adjacéncias.
* Que representacao preferir para este problema?

— Se o grafo for denso, preferir a solugéo por matriz de adjacéncias.

— Se o grafo for esparso, preferir a solugdo por listas de adjacéncias.
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Grafos — Sintese da Aula 7

* Primeiros problemas em grafos
— Caminhos Simples
— Caminhos de Hamilton
— Caminhos de Euler
e Caminhos Simples
— Implementacéo
— Descricao da implementacéo
— Exemplo de execugao
— Andlise de complexidade
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Grafos - Caminho de Hamilton
Cliente para M. de Ad,j.

Caminho de Hamilton:

static int visited][ mxV];
int pathR(Graph G int v, int
W, int d)
{int t;

if (v ==

{if (d == 0) return 1;

el se return 0;}
visited[v] = 1,

for (t = 0; t < G>V, t++)

if (G>adj[v][t] == 1)

if (visited[t] == 0)

if (pathR(G t, w d-1))
return 1;

visited[v] = O
return 0O;}

i nt GRAPHpat hH( Graph G, int v,
int w)

{

int t;
for (t = 0; t < G>V, ++t)

visited[t] = O;
return pathR(G v, w G >Vv-1
)
}

AED (IST/DEEC)
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Grafos - Exemplo de execucao (1)

G

« Chamada a funcdo para determinar a existéncia de
caminho de Hamilton entre os vértices 0 e 4

GRAPHpat hH( G, 0, 4)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pat hR( G, 0, 4, 4)
G 0-0 (0 visitado)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pat hR( G, 0, 4, 4)
G 0-0 (0 visitado)
O-l1pathR(G, 1, 4, 3)
1-0;1 (0 e 1 visitados)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pat hR( G, 0, 4, 4)
G 0-0 (0 visitado)
O-l1pathR(G, 1, 4, 3)
1-0;1 (0 e 1 visitados)
1-2 pat hR( G, 2, 4, 2)
2-0;1;2 (0, 1, e 2 visitados)
2-3;4 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

AED (IST/DEEC)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pat hR( G, 0, 4, 4)
0-0 (0 visitado)
O-l1pathR(G, 1, 4, 3)
1-0;1 (0 e 1 visitados)
1-2 pat hR( G, 2, 4, 2)
2-0;1;2 (0, 1, e 2 visitados)
2-3;4 (n&o adjacentes)
(sai limpando 2)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)
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» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pat hR( G, 0, 4, 4)
0-0 (0 visitado)
O-l1pathR(G, 1, 4, 3)
1-0;1 (0 e 1 visitados)
1-2pat hR( G, 2, 4, 2)
2-0;1;2 (0, 1, e 2 visitados)
2-3;4 (n&o adjacentes)
(sai limpando 2)
1-3pat hR( G, 3, 4, 2)
3-0 (n&o adjacentes)

(...)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
G 3-1 (1 visitado)
3-2 (ndo adjacentes)
3-3 (3 visitado)
3-4pathR(G, 4, 4, 1)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
G 3-1 (1 visitado)
3-2 (ndo adjacentes)
3-3 (3 visitado)
3-4 pat hR(G, 4, 4, 1)
(d > 0, devolve O e limpa 4)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”

(...)
G 3-1 (1 visitado)

3-2 (ndo adjacentes)

3-3 (3 visitado)

3-4 pat hR(G, 4, 4, 1)

(d > 0, devolve 0 e limpa 4)
(sai limpando 3)
1-4 (ndo adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
G 3-1 (1 visitado)
3-2 (ndo adjacentes)
3-3 (3 visitado)
3-4 pat hR(G, 4, 4, 1)
(d > 0, devolve 0 e limpa 4)

(sai limpando 3)

1-4 (ndo adjacentes)

(sai limpando 1)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
G 3-1 (1 visitado)
3-2 (ndo adjacentes)
3-3 (3 visitado)
3-4 pat hR(G, 4, 4, 1)
(d > 0, devolve O e limpa 4)
(sai limpando 3)
1-4 (ndo adjacentes)
(sai limpando 1)
0-2pat hR( G, 2, 4, 3)
(...)
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Grafos - Exemplo de execucéo (4)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
G 2-0 (0 visitado)
2-1pat hR(G, 1, 4, 2)
1-0;1;2 (0, 1 e 2 visitados)
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Grafos - Exemplo de execucéo (4)

AED (IST/DEEC)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
2-0 (0 visitado)
2-1pat hR(G, 1, 4, 2)
1-0;1;2 (0, 1 e 2 visitados)
1-3pat hR(G, 3, 4, 1)
3-0 (n&o adjacentes)
3-1;2;3 (1, 2 e 3 visitados)
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Grafos - Exemplo de execucéo (4)
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» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
2-0 (0 visitado)
2-1pat hR(G, 1, 4, 2)
1-0;1;2 (0, 1 e 2 visitados)
1-3pat hR(G, 3, 4, 1)
3-0 (n&o adjacentes)
3-1;2;3 (1, 2 e 3 visitados)
3-4pat hR(G, 4, 4, 0)
(d == 0, caminho encontrado)
(...)

(Caminho Encontrado!)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)
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» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
pat hR( G, 0, 4, 4)
0-0 (0 visitado)
O-l1pathR(G, 1, 4, 3)
1-0;1 (0 e 1 visitados)
1-2pat hR( G, 2, 4, 2)
2-0;1;2 (0, 1, e 2 visitados)
2-3;4 (n&o adjacentes)
(sai limpando 2)
1-3pat hR( G, 3, 4, 2)
3-0 (n&o adjacentes)

(...)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)
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» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”
(...)
3-1 (1 visitado)
3-2 (ndo adjacentes)
3-3 (3 visitado)
3-4 pat hR(G, 4, 4, 1)
(d > 0, devolve O e limpa 4)

(sai limpando 3)

1-4 (ndo adjacentes)

(sai limpando 1)

0-2pat hR( G, 2, 4, 3)
(...)
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Grafos - Exemplo de execucéo (4)

» Seguéncia de chamadas a*“ pat hR”

(...)
G 2-0 (0 visitado)

2-1pat hR( G, 1, 4, 2)
1-0;1;2 (0, 1 e 2 visitados)
1-3pat hR(G, 3, 4, 1)

3-0 (n&o adjacentes)
3-1;2;3 (1, 2 e 3 visitados)
3-4pat hR(G, 4, 4, 0)

(d == 0, caminho encontrado)

(...)

(Caminho Encontrado!)
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Grafos - Andlise de Complexidade

* Prop: A procura recursiva por um caminho de Hamilton
pode levar tempo exponencial.

e Esboco de Demonstracao

— Considere-se um grafo em que o vértice V-1 esta isolado e o0s
restantes V-1 veértices formam um sub-grafo completo.

— O programa nunca conseguira encontrar um caminho de Hamilton
(Porqué?).

—No entanto, por inducdo pode-se estabelecer que examinard todos

os (V-1)! caminhos no sub-grafo completo e em todos eles
executara V-1 chamadas recursivas a “graphR”.

—Logo, o niumero total de chamadas recursivas € da ordem de V!, ou
da ordem de (V/e)V, o que é superior a qualquer polinbmio em V.
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Grafos — Discussao (1)

« Como € que dois problemas tdo proximos no seu
enunciado e dois programas tdo préximos na sua estrutura,
possuem complexidades tao distintas?

— Quando se procura um caminho simples sabemos que, se existe um
caminho entre os vértices v e w, ele é encontrado a partir de algum
t adjacente a v.

— O mesmo é verdade para caminhos de Hamilton.

— Se ndo encontrarmos um caminho simples entret e w, sabemos que
ndo existe um caminho simples entre v e w que passe por t.
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Grafos — Discussao (2)

— Para caminhos de Hamilton, pode n&o existir um caminho que
comece por v-t, mas pode existir um caminho que comece por
v-x-t, para algum outro vértice x (dai termos de desmarcar vértices
visitados).

— Logo, teremos que executar uma chamada recursiva a partir de t
para todos 0os caminhos possiveis originados em v e que passam em
t.

— O gue é 0 mesmo que dizer que poderemos ter que investigar todos
0s caminhos possiveis no grafo.
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Grafos - Caminhos e Ciclos de Euler (1)

* Prop: Um grafo ligado possui um caminho de Euler entre o
vértice v e 0 vértice w se e sO se v e w tém grau impar e
todos o0s outros vertices tém grau par.

 Demonstracao
— Prova-se por indu¢do no nimero de arestas.

— Claramente, o resultado é verdadeiro para um grafo com dois
vértices e uma sO aresta ligando-os.

— Seja G um grafo ligado com mais que uma aresta.

— Existe um caminho de Euler entre v e w se e s se existir um
vértice t, adjacente de v, para o qual exista um caminho de Euler
até w no grafo G* (G* obtém-se de G removendo a aresta que ligav at);
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Grafos - Caminhos e Ciclos de Euler (2)

 Demonstracao (continuacéo)
— Pela hipétese de inducdo, existe um caminho de Euler em G' se e
sO se todos os vértices tém grau par excepto t e w, que tém grau
impar.

— Se existir um caminho de Euler entret e w em G°, adicionando
uma aresta entre v e t faz com quet tenha grau par e com que v
tenha grau impar, sem afectar o grau dos restantes vértices.

— Logo, o resultado fica estabelecido.
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Grafos - Caminhos e Ciclos de Euler (3)

 Demonstracao (continuacéo)
— Se ndo existir um caminho de Euler entret e w em G', entdo é
porque
e ttem grau par - (de grau impar em G), ou
e W tem grau par - (também de grau par em G), ou
e vtem grau impar - (de grau par em G), ou
e outro vértice tem grau impar - (também de grau impar em G).

— Em qualquer dos casos, violando a condi¢cao enunciada.
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Grafos - Caminhos e Ciclos de Euler (4)

* Prop: Um grafo ligado possui um ciclo de Euler se e s se
todos 0s seus vertices tiverem grau par.

 Demonstracao

— Consequéncia imediata da propriedade anterior e do argumento
utilizado na sua demonstracéo.

o Grau dos veértices
— Tempo proporcional aE para listas de adjacéncias.
— Tempo proporcional aV? para matrizes de adjacéncias.

— Ou mantém-se uma tabela indexada pelos vértices com o grau de
cada vértice.
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Grafos - Caminhos e Ciclos de Euler (5)

 Neste 0ltimo caso, determinar se existe ou ndo um
caminho ou ciclo de Euler pode ser feito em tempo
proporcional a V.

* Sendo facil saber se existe, serd que e féacil calcula-lo como
nos caminhos simples ou sera que é tdo dificil como com
0s caminhos de Hamilton?

 Examinando a demonstracao

— Qualquer aresta cuja remocao mantenha o grafo ligado pode ser a
primeira aresta de um caminho de Euler.

— Encontrando uma primeira aresta nestas condicdes, aplica-se 0
conceito recursivamente.
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Grafos — Sintese da Aula 8

» Caminhos de Hamilton
— Implementacéo
— Exemplo de execucgao
— Andlise de complexidade
» Caminhos simples vs. caminhos de Hamilton
— Discussao de diferencas

« Caminhos e ciclos de Euler
— Caracterizacao dos grafos que possuem caminhos de Euler
— Caracterizacao dos grafos que possuem ciclos de Euler
— Discussao especulativa da complexidade do problema
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Grafos - Caminho de Euler
Cliente para M. de Adj.

I nt GRAPHpat hE(Graph G, int v, int w {
I nt t;
I f ((v == w) & G >E == 0) return 1;
for (t = 0; t < G>V;, t++)

if (G>adj[v][t] !'= 0){
GRAPHr enmoveE( G, EDGE(v, t));
i f (GRAPHi so(G, vVv) || GRAPHpath(G, v, t))

I f (GRAPHpat hE( G, t, w){
printf(“%-%\n”, v, t); return 1;

}
GRAPHI nsert E(G, EDGE(v, t));

}

return O;}
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Grafos - Exemplo de execucao (1)

« Chamada a funcdo para calcular um ciclo de Euler com
inicio no vértice 1
GRAPHpat hE( G, 1, 1)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

* Chamadas a GRAPHr emoveE
GRAPHpat hE( G, 1, 1)
G 1-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

* Chamadas a GRAPHr emoveE
GRAPHpat hE(G, 1, 1)
G 1-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1 (n&o adjacentes)
0-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)
2-0 (n&o adjacentes)
2-1 (grafo né&o ligado)

2-2 (ndo adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

* Chamadas a GRAPHr emoveE
GRAPHpat hE(G, 1, 1)
G 1-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1 (n&o adjacentes)
0-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)
2-0 (n&o adjacentes)
2-1 (grafo né&o ligado)

2-2 (ndo adjacentes)
2-3 GRAPHpat hE(G, 3, 1)
3-0;1;2;3 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

* Chamadas a GRAPHr emoveE
GRAPHpat hE(G, 1, 1)
G 1-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1 (n&o adjacentes)
0-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)
2-0 (n&o adjacentes)
2-1 (grafo né&o ligado)

2-2 (ndo adjacentes)

2-3 GRAPHpat hE( G, 3, 1)
3-0;1;2;3 (n&o adjacentes)
3-4 GRAPHpat hE( G, 4, 1)

4-0;1 (ndo adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 (grafo ndo ligado)
4-3;4 (n&o adjacentes)
4-5 GRAPHpat hE( G, 5, 1)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 (grafo n&o ligado)
4-3;4 (n&o adjacentes)
4-5 GRAPHpat hE( G, 5, 1)
5-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1;2;3;4;5 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

 Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 (grafo n&o ligado)

G 4-3;4 (n&o adjacentes)
4-5 GRAPHpat hE( G, 5, 1)
5-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1;2;3;4;5 (n&o adjacentes)
0-6 GRAPHpat hE( G, 6, 1)
6-0;1;2;3 (ndo adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)
 Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 (grafo n&o ligado)
G

4-3;4 (n&o adjacentes)
4-5 GRAPHpat hE( G, 5, 1)

5-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1;2;3;4;5 (n&o adjacentes)
0-6 GRAPHpat hE( G, 6, 1)

6-0;1;2;3 (ndo adjacentes)
6-4 GRAPHpat hE( G, 4, 1)
4-0;1 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (4)

Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)

G 2-0 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (4)

Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)

G 2-0 (n&o adjacentes)
2-1 GRAPHpat hE( G, 1, 1)
FIM com SUCESSO!
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

* Chamadas a GRAPHr emoveE
GRAPHpat hE( G, 1, 1)
G 1-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1 (n&o adjacentes)
0-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)

2-0 (n&o adjacentes)

2-1 (grafo nado ligado)

2-2 (n&o adjacentes)

2-3 GRAPHpat hE( G, 3, 1)
3-0;1;2;3 (n&o adjacentes)
3-4 GRAPHpat hE( G, 4, 1)

4-0;1 (n&o adjacentes)
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Grafos - Exemplo de execucéo (3)

 Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 (grafo n&o ligado)
4-3;4 (n&o adjacentes)
4-5 GRAPHpat hE( G, 5, 1)
5-0 GRAPHpat hE( G, 0, 1)
0-0;1;2;3;4;5 (n&o adjacentes)
0-6 GRAPHpat hE( G, 6, 1)
6-0;1;2;3 (ndo adjacentes)
6-4 GRAPHpat hE( G, 4, 1)
4-0;1 (n&o adjacentes)

AED (IST/DEEC) 183



Grafos - Exemplo de execucéo (4)

 Chamadas a GRAPHr enoveE (cont.)
4-2 GRAPHpat hE( G, 2, 1)
G 2-0 (n&o adjacentes)
2-1 GRAPHpat hE( G, 1, 1)
FIM com SUCESSO!
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Grafos — Andalise de Complexidade

« O programa atras € muito simples, mas pouco eficiente
porqgue pode gastar um tempo proporcional a E?,
dependendo de como o grafo € representado e se
implementa as operacdes basicas.

— Testar se um vértice estaisolado ou ndo pode ser feito em tempo
constante.

e Como?

— Testar se existe um caminho entre dois vértices é feito em tempo
linear.

— Logo, com representacao por lista de adjacéncias o limite de pior
caso é de E? para grafos esparsos.

 Como resolver o problema de uma forma mais eficiente?
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Grafos — Idela alternativa

e Suponhamos que, comecando em qualquer veértice v,
Seguimos e removemos uma qualquer aresta.

o A partir do vértice que atingimos continuamos fazendo o
mesmo até que cheguemos a um veértice isolado.

o Este processo tem que terminar, dado que o numero de
arestas € finito e retiramos uma em cada passo.

O que € que pode acontecer?

— Regressa-se aVv se e sO se 0 grafo possuir um ciclo de Euler.
* Porqué?

— Pode acontecer que consigamos gerar assim o ciclo.

— Caso nédo, o grafo que sobra possui um ciclo de Euler se o original
O pOSsulir.

* Porqué?
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Grafos - Caminho de Euler em tempo linear
Cliente para L. de Adj.

#i ncl ude “ STACK. h” | nt Graphpat hE(G aph G/int v,int w)
nt path(Gaph G int v) : {
{ : STACKi ni t (G >E) ;
int w; Doprintf(rod”, w;
for (; G=>adj[v] != NULL, v = W)§ while ((path(Gv) == v) &&
{ (! STACKenpty()) )
STACKpush(v); printf(“-%d”, v = STACKpop());
w = G>adj[Vv]->V; Doprintf(*\n");
GRAPHr emoveE( G, EDGE(V,w)); return (G>E == 0);
} F}
return v; :

}
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Grafos - Exemplo de execucao (1)

G

Lista de adjacéncias
e 0:1-2-5-6

e 1:0-2

e 2:0-3-4-1

e 3:4-2

e 4:6-5-3-2

e 5:0-4

e 6:4-0

« Chamada a funcdo para calcular um ciclo de Euler com
inicio no veértice 0
GRAPHpat hE(G, 0, 0) — escreve0
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

e Chamadas a GRAPHr enoveE
pat h(G, 0)

G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

Chamadas a GRAPHr enove E

pat h(G, 0)
G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
1-2 push(1)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

Chamadas a GRAPHr enove E

pat h(G, 0)
G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
1-2 push(1)
2-0 push(2)

0-1;2 (jando existe)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

Chamadas a GRAPHr enove E

pat h(G, 0)

G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
1-2 push(1)
2-0 push( 2)
0-1;2 (jando existe)
0-5 push(0)
5-0 (janéo existe)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

Chamadas a GRAPHr enove E

pat h(G, 0)

G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
1-2 push(1)
2-0 push(2)
0-1;2 (jando existe)
0-5 push(0)
5-0 (janéo existe)
5-4 push(5)
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

e Chamadas a GRAPHr emove E

pat h(G, 0)

G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
1-2 push(1)
2-0 push(2)
0-1;2 (jando existe)
0-5 push(0)
5-0 (janéo existe)
5-4 push(5)
4-6* push(4)

* Assumindo que o Vértice 6 surge na lista antesde 2 e 3
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Grafos - Exemplo de execucao (2)

e Chamadas a GRAPHr emove E

pat h(G, 0)

G 0-1 push( 0)
1-0 (jAndo existe)
1-2 push(1)
2-0 push(2)
0-1;2 (jando existe)
0-5 push(0)
5-0 (janéo existe)
5-4 push(5)
4-6* push(4)

* Assumindo que o Vértice 6 surge na lista antesde 2 e 3
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Grafos — Exemplo de Execucao (3)

Chamadas a GRAPHr emove E (cont.)
6-0 push( 6)
0 —isolado return(0)
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Grafos — Exemplo de Execucao (3)

Chamadas a GRAPHr emove E (cont.)

6-0 push( 6)
G 0 —isolado return(0)
pop( 6) escreve -6
pat h(G, 6)
6 —isolado return(6)
pop(4) escreve -4
pat h(G, 4)
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Grafos — Exemplo de Execucao (3)

Chamadas a GRAPHr emove E (cont.)

AED (IST/DEEC)

6-0
0 —isolado
pop(6)

pat h(G, 6)

6 —isolado
pop(4)

pat h(G, 4)
4-2

push(6)
return(0)
escreve -6

return(6)
escreve -4

push(4)

198

Grafos — Exemplo de Execucao (3)

Chamadas a GRAPHr emove E (cont.)

AED (IST/DEEC)

6-0

0 —isolado

pop(6)
pat h(G, 6)

6 —isolado

pop(4)
pat h(G, 4)

4-2

2-3

push(6)
return(0)
escreve -6

return(6)
escreve -4

push(4)
push(2)
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Grafos — Exemplo de Execucao (3)

Chamadas a GRAPHr emove E (cont.)

AED (IST/DEEC)

6-0

0 —isolado
pop(6)
pat h(G, 6)
6 —isolado
pop(4)
pat h(G, 4)
4-2

2-3

3-4

4 —isolado

pop(3)

push(6)
return(0)
escreve -6

return(6)
escreve -4

push(4)
push( 2)
push(3)
return(4)
escreve -3
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Grafos — Exemplo de Execucao (3)

Chamadas a GRAPHr emove E (cont.)

AED (IST/DEEC)

6-0
0 —isolado

pop(6)
pat h(G, 6)

6 —isolado
pop(4)

pat h(G, 4)

4-2

2-3

3-4

4 —isolado
pop(3)

push(6)
return(0)
escreve -6

return(6)
escreve -4

push(4)
push(2)
push(3)

return(4)
escreve -3
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Grafos — Exemplo de Execucao (4)

» Chamadas a GRAPHr empve E (cont.)

path(G, 3)
G 3 —isolado return(3)
pop( 2) escreve -2
pat h(G 2)
2 —isolado return(?2)
pop(4) escreve -4
pat h(G, 4)
4 —isolado return(4)
pop(5) escreve -5
pat h(G, 5)
5 —isolado return(b)
pop(0) escreve -0
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Grafos — Exemplo de Execucao (5)

» Chamadas a GRAPHr empve E (cont.)

path(G, 0)
G 0 —isolado return(0)
pop( 2) escreve -2
pat h(G, 2)
2 —isolado return(?2)
pop(1) escreve -1
path(G 1)
1 —isolado return(l)
pop(0) escreve -0
Globalmente escreve

0-6-4-3-2-4-5-0-2-1-0

AED (IST/DEEC) 203



Grafos — Caminho de Euler (1)

 Prop: E possivel encontrar um ciclo de Euler num grafo, se
um existir, em tempo linear.

» Esboco de demonstracao

— ApoOs a primeira chamada a pat h a pilha contém um percurso
entrev e w, e o grafo restante (apds remover os vértices isolados)
consiste de componentes ligadas de menor dimensdo com, pelo
menos, um Vvértice nesse caminho.

— Cada uma dessas componentes possui um ciclo de Euler.

— Retiram-se 0s vértices isolados da pilha e usase pat h para
determinar ciclos de Euler contendo os vértices ndo isolados, da
mesma forma.

— Cada aresta do grafo € colocada na pilha (e retirada) exactamente
uma vez, de tal modo que o tempo de execucéo € proporcional aE.
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Grafos — Problemas em grafos

» Estes trés exemplos servem para ilustrar a gama de
variabilidade que pode existir em problemas com grafos.
— Problemas aparentemente iguais com diferentes complexidades.
— Problemas aparentemente complexos com solucdes simples.

o Categorias em termos de complexidade
— Simples, Trataveis, Intrataveis, Desconhecida.

« Exemplos de problemas (ver discussao no livro)

— Conectividade simples, conectividade forte em digrafos, fecho
transitivo, arvores minimas de suporte, caminhos mais curtos com
uma unica origem, planaridade, emparelhamento, alocacéo,
caminho mais comprido, coloragdo, conjuntos independentes,
cliques, isomorfismo, ciclos de tamanho par em digrafos.
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Grafos — Compl exidade dos Problemas (1)

e Grafos ndo direccionados
e Conectividade
» Conectividade geral
e Ciclo de Euler
e Ciclo de Hanilton

o Emparelhamento em grafos bipartidos

» Emparelhamento maximo
* Planaridade

» Clique méxima

» Bi-coloracdo

e Tri-coloracdo

e Caminhos mais curtos

e Caminhos mais compridos
» Cobertura de vértices

e |somorfismo
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Grafos — Compl exidade dos Problemas (2)

» Digrafos
* Fecho transitivo
» Conectividade forte
» Ciclosimpares
» Ciclos pares
» Grafos ponderados
« Arvore minima de suporte
» Caixeiro vigjante
 Redes
e Caminhos mais curtos
» Ciclos negativos
* Fluxo da rede
» Atribuicdo
* Fluxo de custo minimo
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Grafos — Sintese da Aula9

 Discussédo comparativa dos problemas de caminhos
simples e de Hamilton.

« Caminhos e ciclos de Euler
— Propriedades
— Implementacéo #1
— Exemplo de execugao
— Implementacéo #2
— Exemplo de execugao
— Andlise de complexidade

* Problemas em grafos
— Sintese de complexidade
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